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Введение 
Описание поведения и прогнозирование состояния сложных техни-

ческих объектов затруднено отсутствием достаточного количества матема-

тических моделей. В ряде случаев простым выходом из ситуации является 

использование регрессионных закономерностей, получаемых в ходе пла-

нирования эксперимента. К сожалению, регрессионные закономерности не 

дают представлений о типе протекающих в системе процессов и не могут 

быть использованы вне области планирования эксперимента. При этом их 

достоинством является способность описания любого объекта при полном 

соблюдении алгоритма активного эксперимента. Полный факторный экс-

перимент является наиболее легко реализуемым среди многочисленных 

методов активного эксперимента. При использовании полного факторного 

эксперимента цель исследователя как получить линейную математическую 

модель процесса, так и определиться с дальнейшей стратегией проведения 

эксперимента. 

1.Цель и задачи лабораторной работы 
Целью лабораторной работы является ознакомление студентов с ис-

пользованием полного факторного эксперимента при исследовании техно-

логических процессов. 

Студенты должны приобрести навыки постановки эксперимента, оп-

ределения исследуемых факторов и области планирования эксперимента, 

составления матриц планирования полного факторного эксперимента, рас-

четов коэффициентов регрессии. При выполнении лабораторной работы 

студенты должны научиться работать с математическими моделями.  

Перед студентами стоит задача изучения методов планирования пол-

ного факторного эксперимента применительно к технологическим задачам. 

Студенты должны освоить принципы составления матрицы планирования 

полного факторного эксперимента, проводить расчет коэффициентов рег-
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рессии, использовать статистические критерии для оценки однородности, 

нормальности экспериментальных данных, значимости коэффициентов и 

адекватности полученной математической модели. Студенты должны нау-

читься работать с полученной моделью, строить изолинии. 

2. Теоретическая часть 
Планирование эксперимента – это процедура выбора числа и условий 

проведения опытов, необходимых и  достаточных для получения 

математической модели процесса [1]. При этом важно учитывать 

следующее: стремление к минимизации числа опытов; одновременное 

варьирование всех переменных, определяющих процесс; выбор четкой 

стратегии, позволяющей принимать обоснованные решения после каждой 

серии экспериментов. Перед проведением планирования активного 

эксперимента необходимо собрать дополнительную информацию об 

исследуемом объекте, для получения которой используются навыки и 

знания, которые получены ранее в предыдущих исследованиях или 

описаны в литературе. 

 При использовании метода активного планирования весь экспери-

мент обычно разбивается на несколько этапов. Информация, полученная 

после каждого этапа, используется для планирования исследований на сле-

дующем этапе. Планирование эксперимента позволяет варьировать ряд 

факторов и получать одновременно количественные оценки всех прояв-

ляющихся эффектов. При этом, в отличие от классического регрессионно-

го анализа, избежать корреляции между коэффициентами уравнения рег-

рессии. При статистическом подходе математическая модель объекта или 

процесса представляется в общем виде полиномом n-степени, т.е. отрезком 

ряда Тейлора, в который разлагается неизвестная функция (1): 
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где b0- свободный член; bi — линейные эффекты; bij — эффекты 

парного взаимодействия; bii — квадратичные эффекты; biju — эффекты 

тройного взаимодействия 

Для описания объекта исследования используют так называемую 

систему «черный ящик» (рис. 1) [2]. 

 
Рисунок 1 – Система «Черный ящик». 

Суть системы «черный ящик» состоит в изучении зависимости отклика 

системы Y на изменение входных измеряемых и управляемых параметров 

Х(x1, x2,…, xn) при действии случайных факторов W(w1,w2,…, wk), которые 

называют «шумом» объекта. Комплекс параметров Х называют основным, 

он определят условия эксперимента. Выходным параметром Y может яв-

ляться любые технологические или технические показатели исследуемого 

процесса. Случайным будет считаться любой фактор, не вошедший в ком-

плекс варьируемых входных параметров.  

При полном факторном эксперименте полученное уравнение регрес-

сии  принимает вид полинома первой степени (2), пример поверхности от-

клика представлен на рисунке 2. 
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При планировании по схеме полного факторного эксперимента 

(ПФЭ) реализуются все возможные комбинации факторов на всех выбран-

ных для исследования уровнях. Количество опытов N при ПФЭ определя-

ется по формуле: 
,knN =        (3) 
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где n- количество уровней; k- число факторов. 

   

а)      б) 
Рисунок 2 – Поверхность отклика (а) и линии равного уровня (б) для урав-

нения регрессии первого порядка для k=2. 

 Таким образом, для двухуровневого полнофакторного эксперимента 

необходимо провести 2k опытов. Уровни факторов представляют собой 

границы исследуемой области по выбранному параметру (минимальное и 

максимальное значение фактора). Зная максимальное  zi
max и минимальное  

zi
min значения технологического параметра (фактора)  можно определить 

координаты центра плана, так называемый основной уровень zi
0, а также 

интервал (шаг) варьирования ∆zi : 

,
2
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=  где i=1, 2, 3, … , k,   (4) 
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 Необходимо отметить, что при выборе верхнего и нижнего уровней 

факторов необходимо учитывать ограничения, связанные с свойствами 

объекта исследования [3]: 

 Принципиальные ограничения (например, если исследуемый фактор 

«температура», то ее нижний предел не может быть ниже абсолютного 

нуля). 

 Ограничения, связанные с конкретными условиями проведения процесса 
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(например, верхний уровень температуры нельзя поднять выше темпе-

ратуры плавления материала, из которого сделан реактор).  

 Ограничения, связанные с условиями деградации процесса либо дест-

рукцией изучаемого материала (параметры процесса после его полного 

завершения; свойства жидкости после ее испарения, свойства компози-

ции после ее разрушения).  

 Ограничения, связанные с фазовыми переходами вещества, либо состав-

ляющих его компонентов (при достижении веществом температуры 

плавления; при условиях абляции либо сублимации добавок; либо 

плавления добавок). 

 Ограничения, связанные с условиями соблюдения техники безопасности 

при изучении данного процесса. 

 Ограничения, связанные с изменением экологической ситуации (исполь-

зование веществ свыше предельно допустимой концентрации; прове-

дение экспериментов, повлекших за собой ухудшение экологической 

ситуации). 

 Ограничения, связанные с технико-экономическими соображениями 

(дефицитность отдельных элементов, стоимость сырья, и т.д.).  

 На выбор интервала варьирования так же накладываются ограниче-

ния: он не может быть меньше ошибки, с которой экспериментатор фикси-

рует уровень фактора, и не может быть настолько большим, что верхний и 

нижний уровень оказались за пределами области определения. 

 От систем координат z1,…, zk необходимо перейти к новой безраз-

мерной системе координат x1, …, xk с помощью линейного преобразования: 

,
0

i

ii
i z

zzx
∆
−

=  где i=1, 2, 3, … , k.   (5) 

В безразмерной системе координат верхний уровень - +1, нижний 

уровень - -1, координаты центра равны нулю и совпадают с началом коор-

динат.  
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Рисунок 3 – Полный факторный эксперимент 22.  

Расположение экспериментальных точек в факторном пространстве 

для полного факторного эксперимента при k=2 показано на рисунке 3. 

Точки плана 22 задаются координатами вершин квадрата, а точки плана 23 

– координатами вершин куба [4]. 

Таблица 1 – Полный факторный эксперимент для трех факторов 

 Факторы в натуральном 
масштабе 

Факторы в безразмерной 
системе координат 

выходной 
параметр 

Номер 
опыта z1 z2 z3 x1 x2 x3 y 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 z1

min z2
min z3

min -1 -1 -1 y1 
2 z1

max z2
min z3

min +1 -1 -1 y2 
3 z1

min z2
max z3

min -1 +1 -1 y3 
4 z1

max z2
max z3

min +1 +1 -1 y4 
5 z1

min z2
min z3

max -1 -1 +1 y5 
6 z1

max z2
min z3

max +1 -1 +1 y6 
7 z1

min z2
max z3

max -1 +1 +1 y7 
8 z1

max z2
max z3

max +1 +1 +1 y8 
Матрица планирования полного факторного эксперимента для трех 

факторов представлена в таблице 1. В этом случае число возможных ком-

бинаций из трех факторов на двух уровнях  равно 823 === knN . 

Для получения расширенной матрицы планирования с фиктивной 

z1 
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-1 

+1 

-1

x2 

x1 0

z2 
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0

z2
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z1
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z2
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переменной, представленной в таблице 2, вводится столбец с так называе-

мой фиктивной переменной x0 =1. 

Таблица 2 – Полный факторный эксперимент для трех факторов с 

фиктивной переменной 

Номер 
опыта x1 x2 x3 x0 y 

1 2 3 4 5 6 
1 -1 -1 -1 +1 y1 
2 +1 -1 -1 +1 y2 
3 -1 +1 -1 +1 y3 
4 +1 +1 -1 +1 y4 
5 -1 -1 +1 +1 y5 
6 +1 -1 +1 +1 y6 
7 -1 +1 +1 +1 y7 
8 +1 +1 +1 +1 y8 

Приведенная в таблице 2 матрица обладает следующими свойствами: 

1. Свойство ортогональности (равенство нулю скалярных произведе-

ний всех векторов – столбцов): 0
1

=∑
=

N

i
jiui xx ,  u≠j; j=0,1, …, k; 

2. Симметричность относительно центра: 0
1

=∑
=

N

i
jix , j≠0; j=1, …, k;  

3. Условие нормировки: Nx
N

i
ji =∑

=1

2
,     j=0,1, …, k. 

4.Ротатабельность, т.е. точки в матрице планирования подбираются 

так, что точность предсказаний значений параметра оптимизации одинако-

ва на равных расстояниях от центра эксперимента и не зависит от направ-

ления. 

Коэффициенты уравнения регрессии определяются по методу наи-

меньших квадратов, поэтому необходимо отметить, что эксперименталь-

ные данные должны быть однородными и нормальнораспределенными.  

Любой коэффициент уравнения регрессии bj определяется скаляр-

ным произведением столбца y на соответствующий столбец xj , отнесен-

ным к числу опытов в матрице планирования N: 
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∑
=

=
N

i
ijij yx

N
b

1

1
      (6) 

Для определения коэффициентов взаимодействия необходимо рас-

ширить таблицу 2 дополнительными столбцами 6-9, учитывающими эф-

фект двойного и тройного взаимодействия факторов, до таблицы 3. 

Эффекты взаимодействия определяются аналогично линейным эф-

фектам. Так для ПФЭ 23 коэффициенты определяются следующим обра-

зом: 

N

yxx
b

N

i
ii∑

== 1
21

12

)(
,

N

yxx
b

N

i
ii∑

== 1
31

13

)(
,

N

yxx
b

N

i
ii∑

== 1
32

23

)(
,  

N

yxxx
b

N

i
ii∑

== 1
321

123

)(
.(7) 

Таблица 3 – Расширенная матрица планирования полного факторно-

го эксперимента 23 

Номер 
опыта x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 y 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 y1 
2 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 y2 
3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 y3 
4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 y4 
5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 y5 
6 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 y6 
7 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 y7 
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 y8 
Для проверки значимости коэффициентов регрессии необходимо по-

ставить дополнительные параллельные опыты для определения дисперсии 

воспроизводимости. 

Поскольку матрица полного факторного эксперимента является диа-

гональной матрицей, то коэффициенты регрессии некоррелированы между 

собой,  следовательно,  значимость для каждого коэффициента в отдельно-

сти  можно проверять по критерию Стьюдента, при этом исключение из 

уравнения регрессии (2) незначимого коэффициента не скажется на ос-

тальных коэффициентах. Величины коэффициентов уравнения регрессии 
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характеризуют вклад каждого фактора в величину y. Диагональные эле-

менты ковариационной матрицы равны между собой , поэтому все коэф-

фициенты уравнений определяются с одинаковой точностью: 

N
s

s воспр
b j
= .      (8) 

Если параллельные опыты проводились в центре плана, то дисперсия 

воспроизводимости sвоспр определяется по следующей формуле: 

1

)( 200

12

−

−
=
∑
=

NN

yy
s

u

NN

u
воспр

,      (9) 

где NN- количество параллельных опытов; 

       0€y - среднее значение величины y, полученных при параллель-

ных опытах; 

       
0
uy  - значения, полученные при постановке каждого из дополни-

тельных опытов  в центре плана. 

Расчетное значение критерия Стьюдента определяется по формуле: 

jb

j
j s

b
t =       (10) 

Полученное значение критерия Стьюдента сравнивается с таблич-

ным значением для соответствующего уровня значимости. Если расчетное 

значение доверительного интервала меньше табличного, то данные коэф-

фициенты при работе с моделью исключаются из уравнения регрессии. 

После этого необходимо проверить адекватность полученного урав-

нения регрессии, используя критерий Фишера. 

2

2

воспр

ост

s
sF = ,       (11) 

где остаточная дисперсия рассчитывается по формуле: 

LN

yry
s

N

i
ii

ост −

−
=
∑
=1

2

2
)(

,     (12) 

где L- число значимых коэффициентов в уравнении регрессии. 

Расчетное значение критерия адекватности сравнивают с табличным 
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значением (при соответствующим уровне значимости). При этом, если 

расчетное значение меньше табличного, то полученное уравнение регрес-

сии адекватно описывает эксперимент.  

Пример: Изучается напряжение при удлинении 300% (функция от-

клика y) типовой протекторной резины на основе 70% СКД и 30% СКИ-3 в 

зависимости от содержания  (в вес. ч.) трех компонентов: серы (z1), техни-

ческого углерода (z2) и пластификатора (z3) [5].  

При исследовании влиянии серы, технического углерода и пласти-

фикатора были выбраны пределы измерения дозировок: для серы -  1,1 -2,5 

вес.ч., для технического углерода -  45 – 65 вес.ч., для пластификатора ПН-

6  - 2-16 вес.ч. 

Составим матрицу планирования 23 (таблица 4). 

Таблица 4 – Полный факторный эксперимент для трех факторов с 

фиктивной переменной 

 Факторы в натуральном 
масштабе 

Факторы в безразмерной 
системе координат 

выходной 
параметр 

Номер 
опыта z1 z2 z3 х0 x1 x2 x3 y 

1 1.1 45 2 +1 -1 -1 -1 50 
2 2.5 45 2 +1 +1 -1 -1 88 
3 1.1 65 2 +1 -1 +1 -1 86 
4 2.5 65 2 +1 +1 +1 -1 140 
5 1.1 45 16 +1 -1 -1 +1 27 
6 2.5 45 16 +1 +1 -1 +1 50 
7 1.1 65 16 +1 -1 +1 +1 50 
8 2.5 65 16 +1 +1 +1 +1 100 

,8.1
2

5.21.10
1 =

+
=z  ,55

2
65450

2 =
+

=z  ,9
2
1620

3 =
+

=z  

,7.0
2

1.15.2
1 =

−
=z∆  ,10

2
4565

2 =
−

=z∆  7
2

216
3 =

−
=z∆  

Проверка показала, что  экспериментальные данные являются нор-

мальнораспределеннми и однородными.  

Рассчитаем линейные коэффициенты регрессии по формуле (8): 
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875.73)100505027140868850(
8
1

8
1 8

1
0 =+++++++== ∑

=i
iyb        

625.20)10015015012711401861881501(
8
1

1 =⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−=b  

125.20)10015015012711401861881501(
8
1

2 =⋅+⋅+⋅−⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−=b  

125.17)10015015012711401861881501(
8
1

3 −=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−⋅−⋅−⋅−=b  
 Рассчитаем коэффициенты парного взаимодействия. Для этого со-

ставим дополнительную таблицу (таблица 5). 

Таблица 5 – Расширенная матрица планирования полного факторно-

го эксперимента 23 

Номер 
опыта x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 y 

1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 50 
2 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 88 
3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 86 
4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 140 
5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 27 
6 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 50 
7 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 50 
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 100 
Коэффициенты рассчитаем по формулам (9): 

375.5)1001501

5012711401861881501(
8
1

8
1 8

1
2112

=⋅+⋅−

−⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅+== ∑
=i

iyxxb

375.2)1001501

5012711401861881501(
8
1

8
1 8

1
3113

−=⋅+⋅−

−⋅+⋅−⋅−⋅+⋅−⋅+== ∑
=i

iyxxb

875.1)1001

5015012711401861881501(
8
1

8
1 8

1
3223

−=⋅+

+⋅+⋅−⋅−⋅−⋅−⋅+⋅+== ∑
=i

iyxxb

375.1)1001501

5012711401861881501(
8
1

8
1 8

1
321123

=⋅+⋅−

−⋅−⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−== ∑
=i

iyxxxb
  

Полученное уравнение регрессии, полученное при проведении пла-

нирования эксперимента для трех факторов: 

y(x1,x2,x3)=73,875+20.625·x1+20.125·x2-17,125·x3+5,375·x1·x2-2,375·x1·x3-

1,875·x2·x3+1,375·x1·x2·x3. 
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 Проверка значимости коэффициентов, проведенная по критерию 

Стьюдента (8-10) с использованием параллельных опытов, показала зна-

чимость всех коэффициентов полученного уравнения. Проверка адекват-

ности уравнения осуществлялась с использованием критерия Фишера. 

3.Порядок проведения работы 
1. Подготовить экспериментальные данные и получить допуск у препода-

вателя. 

2. Определить область планирования эксперимента, число действующих 

факторов, функцию отклика. 

3. Провести проверку экспериментальных данных на однородность и нор-

мальность. 

4. Запустить программу «полный факторный эксперимент». 

5. Провести расчет матрицы планирования полнофакторного эксперимен-

та, занести матрицу в протокол. Необходимо обратить внимание, что мат-

рица заполняется в строгом соответствии с планом эксперимента. 

6. Получить уравнение регрессии. Занести результаты в протокол. Провес-

ти сравнение экспериментальных и расчетных значений. Занести в прото-

кол полученную таблицу. 

7. Провести оценку значимости коэффициентов регрессии и оценку адек-

ватности полученного уравнения. Результаты занести в протокол. 

8. Провести анализ типа поверхности отклика, построить линии равного 

уровня. Результаты занести в протокол. Схематично изобразить в протоко-

ле полученную поверхность, линии равного уровня.  

9. Рассчитать значения выходного параметра в 4 точках. Занести результа-

ты в протокол. 

10. Рассчитать отклонение расчетного значения выходного параметра от 

экспериментальных данных в центре плана. 

11. Написать выводы о проделанной работе. 

12. Подготовиться к отчету лабораторной работы преподавателю. 
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Контрольные вопросы 
1.Методы активного эксперимента. Основные отличия методов пассивного 

и активного эксперимента. 

2. Понятие системы  «Черный ящик». 

3. Порядок выборов действующих факторов, области определения экспе-

римента.  

4. Вид уравнения регрессии при полном факторном эксперименте. 

5. Построение матрицы планирования полного факторного эксперимента. 

Ее назначение. Порядок расчет коэффициентов математической модели. 

6. Определение значимости коэффициентов регрессии. 

7. Анализ способов оценки адекватности полученного уравнения регрессии. 

8. Построение линий равного уровня функции отклика. 

9. Определение типа поверхности функции отклика при полном двухфак-

торном эксперименте. 

10. Достоинства и недостатки полного факторного эксперимента. 
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